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Meregang/Mengecut dalam Nanobendalir Hibrid

(MHD Stagnation Point Flow and Heat Transfer towards a Permeable Stretching/Shrinking Surface in a Hybrid
Nanofluid)

ISKANDAR WAINI, ANUAR ISHAK* & JOAN PopP

ABSTRAK

Aliran mantap dan pemindahan haba dua matra terhadap titik genangan pada permukaan telap yang meregang/
mengecut dalam nanobendalir hibrid dengan kesan medan magnet dikaji. Persamaan menakluk bagi masalah tersebut
dijelmakan kepada satu set persamaan keserupaan dengan menggunakan penjelmaan keserupaan. Persamaan
keserupaan yang terhasil kemudiannya diselesaikan secara berangka menggunakan penyelesai masalah nilai sempadan
(bvp4c) dalam perisian Matlab. Kesan beberapa parameter terhadap pekali geseran kulit dan nombor Nusselt setempat
serta profil halaju dan suhu dibentangkan dan dibincangkan. Keputusan berangka menunjukkan bahawa penyelesaian
dual wujud bagi julat tertentu parameter regangan/kecutan dan fluks jisim. Didapati juga bahawa kadar pemindahan
haba meningkat dengan peningkatan pecahan isi padu nanozarah tembaga (Cu) dan parameter fluks jisim. Analisis
kestabilan dilakukan untuk menentukan kestabilan penyelesaian dual dalam jangka masa panjang dan keputusan
menunjukkan bahawa hanya satu daripada penyelesaian tersebut yang stabil manakala yang lain adalah tidak stabil.

Kata kunci: Analisis kestabilan; MHD,; nanobendalir hibrid; penyelesaian dual; permukaan meregang/mengecut; titik
genangan

ABSTRACT

The steady two-dimensional stagnation point flow and heat transfer past a permeable stretching/shrinking surface
in a hybrid nanofluid with magnetic field effects is investigated. The governing equations of the problem are converted
into a set of similarity equations by using similarity transformation. The resulting similarity equations are then solved
numerically using the boundary value problem solver (bvp4c) in Matlab software. The effects of several parameters on
the skin friction coefficient and the local Nusselt number as well as the velocity and temperature profiles are presented
and discussed. Results found that dual solutions exist for a certain range of the stretching/shrinking and mass flux
parameters. It is also found that the heat transfer rate increases with the increasing of the copper (Cu) nanoparticle
volume fractions and mass flux parameter. A temporal stability analysis is performed to determine the stability of the
dual solutions in a long run, and it is shown that only one of them is stable while the other is unstable.

Keywords: Dual solutions, hybrid nanofluid; MHD; stability analysis, stagnation point; stretching/shrinking surface

PENGENALAN penyemperitan aerodinamik lembaran plastik, penarikan
Masalah aliran lapisan sempadan dan pemindahan haba dawai, pintalan logam dan penggelekan panas. Kajian
perintis masalah aliran mantap dua matra bagi bendalir likat
terhadap permukaan pejal selanjar mula dikaji oleh Sakiadis
(1961). Crane (1970) adalah penyelidik pertama yang
menganalisis aliran mantap dua matra terhadap permukaan

terhadap permukaan meregang/ mengecut telah diteroka
oleh para penyelidik sejak beberapa dekad lalu. Ini
adalah kerana ia mempunyai aplikasi yang pelbagai dan
penting dalam bidang perindustrian dan teknologi seperti
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meregang linear dan memperoleh penyelesaian keserupaan
dalam bentuk analisis tertutup. Selain itu, Wang (1990)
adalah penyelidik pertama yang melihat perkembangan
sejenis aliran pelik yang berlaku disebabkan oleh kecutan
apabila beliau mengkaji ciri-ciri filem cecair pada
permukaan meregang tak mantap. Aliran permukaan
mengecut ini pada dasarnya adalah aliran ke belakang
seperti yang dibincangkan oleh Goldstein (1965). Menurut
Miklavéi¢ dan Wang (2006), sedutan jisim diperlukan
untuk mengekalkan aliran terhadap permukaan mengecut
tersebut. Aliran yang disebabkan oleh permukaan
mengecut menunjukkan fenomena fizikal yang agak
berbeza daripada aliran meregang ke hadapan seperti
yang telah dibincangkan oleh Fang et al. (2009).

Selain itu, kajian bagi aliran dua matra titik genangan
terhadap permukaan pejal dalam bendalir bergerak mula
dianalisis oleh Hiemenz (1911). Beliau menggunakan
penjelmaan keserupaan untuk menurunkan persamaan
Navier-Stokes kepada persamaan pembezaan biasa tak
linear. Kemudian, masalah bagi aliran simetri sepaksi
titik genangan telah dipertimbangkan oleh Homann
(1936). Kedua-dua masalah bagi aliran dua matra dan
simetri sepaksi titik genangan telah dilanjutkan kepada
aliran simetri sepaksi tiga matra titik genangan oleh
Howarth (1951). Aliran titik genangan menggambarkan
gerakan bendalir berhampiran rantau genangan pada
permukaan pejal yang wujud dalam kedua-dua situasi
sama ada pada permukaan tetap atau bergerak dalam
bendalir. Perlu dinyatakan bahawa Wang (2008) adalah
antara penyelidik terawal yang mengkaji aliran simetri
sepaksi dua matra bagi titik genangan terhadap kedua-dua
permukaan meregang dan mengecut dan beliau mendapati
bahawa penyelesaian untuk kes permukaan mengecut
adalah tidak unik. Untuk kes aliran lapisan sempadan
bagi titik genangan terhadap permukaan mengecut,
faktor sedutan jisim tidak lagi perlu untuk mengekalkan
aliran kerana wujudnya halaju aliran bebas yang dapat
mengatasi pusaran yang terbentuk oleh permukaan
mengecut dalam aliran lapisan sempadan. Terdapat ramai
penyelidik telah memperluaskan kajian bagi masalah
aliran titik genangan kepada aspek berbeza yang boleh
didapati dalam kepustakaan seperti Bachok dan Ishak
(2011), Bachok et al. (2011), Ishak et al. (2008), Kamal et
al. (2019), Kechil dan Hashim (2009), Lok et al. (2011),
Mohamed et al. (2012), Rashidi dan Erfani (2011),
Rosali et al. (2011), Rosca et al. (2012, 2014), Soid et al.
(2018), Yih (1998) dan Zaimi dan Ishak (2012).

Permasalahan yang melibatkan peningkatan
pemindahan haba adalah perkara penting dalam aplikasi
kejuruteraan dan perindustrian sejak kebelakangan ini.
Dalam hal ini, kajian intensif telah dijalankan oleh para
penyelidik untuk mengatasi masalah yang dihadapi.
Lazimnya, aplikasi penyejukan cecair berprestasi tinggi
menggunakan bendalir asas seperti air, etilena glikol dan
minyak sebagai bendalir pemindahan haba. Malangnya,
bendalir asas ini mempunyai kekonduksian terma yang
rendah dan seterusnya mengehadkan peningkatan
pemindahan haba. Oleh itu, Choi dan Eastman (1995) adalah
penyelidik terawal yang memperkenalkan sejenis bendalir
pemindahan haba yang dikenali sebagai nanobendalir
untuk meningkatkan kekonduksian terma bendalir asas.
Nanobendalir terdiri daripada sebilangan kecil nanozarah
yang terampai dalam bendalir asas. Walau bagaimanapun,
dengan inovasi dalam bidang sains dan teknologi,
nanobendalir hibrid telah dibangunkan dan dipercayai
boleh memberi sifat terma dan tingkah laku reologi
bersama-sama dengan sifat pemindahan haba yang lebih
baik berbanding nanobendalir biasa. Nanobendalir hibrid
adalah lanjutan daripada nanobendalir biasa yang terdiri
daripada dua jenis nanozarah berbeza yang disebarkan
dalam bendalir asas. Nanobendalir hibrid ini menarik
ramai penyelidik untuk mengkaji kesan komposit nano
yang berbeza dalam pelbagai aplikasi pemindahan haba
seperti penukar haba, penenggelam haba, pengumpul suria,
pendidihan dan penjanaan kuasa mikro.

Kajian berangka telah dijalankan terhadap aliran
nanobendalir hibrid dan pemindahan haba oleh para
penyelidik sebagai suatu sumbangan baharu dalam
masalah aliran lapisan sempadan dan pemindahan haba.
Sebagai contoh, kajian terhadap aliran nanobendalir
hibrid Cu-ALQO,/air terhadap permukaan telap meregang
dengan kehadiran medan magnet diselidik oleh Devi
dan Devi (2016). Mereka mendapati bahawa kadar
pemindahan haba nanobendalir hibrid adalah lebih
tinggi jika dibandingkan dengan nanobendalir biasa
dengan adanya kesan medan magnet. Selepas itu, Devi
dan Devi (2017) mengkaji peningkatan pemindahan haba
bagi aliran nanobendalir hibrid Cu-Al O /air pada
permukaan meregang. Peningkatan pemindahan haba
terhadap nanobendalir hibrid Ag-CuO/air telah dilaporkan
oleh Hayat dan Nadeem (2017). Kemudian, Hayat et al.
(2018) mengkaji masalah terhadap aliran berputar bagi
nanobendalir hibrid Ag-CuO/H,O dengan kesan sinaran
terma dan gelinciran sempadan separa. Yousefi et al.



(2018) mengkaji aliran titik genangan bagi nanobendalir
hibrid titania-tembaga terhadap silinder bergelombang.
Masalah aliran tak mantap dan pemindahan haba terhadap
permukaan meregang/mengecut dalam nanobendalir
hibrid dikaji oleh Waini et al. (2019a). Mereka mendapati
bahawa penyelesaian dual wujud bagi julat tertentu
parameter ketidakmantapan. Analisis kestabilan juga
dilakukan untuk menentukan kestabilan penyelesaian
dual yang diperoleh dan menunjukkan cuma satu
penyelesaian tersebut stabil manakala yang lain adalah
tidak stabil. Akhir-akhir ini, ramai penyelidik mengkaji
tingkah laku aliran dan ciri-ciri pemindahan haba bagi
nanobendalir hibrid dengan mempertimbangkan pelbagai
aspek yang terdapat dalam kepustakaan contohnya seperti
Dinarvand (2019), Ghadikolaei et al. (2017), Jamshed dan
Aziz (2018), Rostami et al. (2018), Subhani dan Nadeem
(2018), Usman et al. (2018) dan Waini et al. (2019b, 2019c,
2019d). Selain itu, hasil kajian terhadap nanobendalir
atau nanobendalir hibrid boleh didapati di dalam buku
oleh Das et al. (2007) dan dalam kajian makalah ulasan
seperti Ahmadi et al. (2018), Akilu et al. (2016), Babu et al.
(2017), Das (2017), Huminic dan Huminic (2018), Leong
et al. (2017), Mahian et al. (2019a, 2019b), Sajid dan Ali
(2018, 2019), Sarkar et al. (2015), Sidik et al. (2016) dan
Sundar et al. (2017).

Didorong oleh kajian-kajian ini, makalah ini
bertujuan untuk mengkaji masalah aliran titik genangan
dan pemindahan haba bagi nanobendalir hibrid terhadap
permukaan telap meregang/mengecut dengan kesan
medan magnet menggunakan model persamaan
nanobendalir yang dicadangkan oleh Tiwari dan
Das (2007). Model ini menganalisis tingkah laku
nanobendalir hibrid dengan mengambil kira pecahan isi
padu pepejal nanozarah. Dalam kajian ini, nanobendalir
hibrid dipertimbangkan dengan mengampai dua jenis
nanozarah berbeza iaitu alumina (Al,0,) dan tembaga
(Cu) dalam bendalir asas. Persamaan menakluk dengan
syarat-syarat sempadan diturunkan kepada sistem
persamaan pembezaan biasa menggunakan penjelmaan
keserupaan. Sistem persamaan yang terhasil kemudiannya
diselesaikan secara berangka menggunakan penyelesai
masalah nilai sempadan (bvp4c) dalam perisian Matlab.
Kesan beberapa parameter terhadap tingkah laku aliran
dan pemindahan haba dibentangkan dalam bentuk grafik.
Perbandingan keputusan dibuat dengan hasil yang terdapat
dalam kepustakaan untuk mengesahkan keputusan
berangka yang diperoleh.
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FORMULASI MATEMATIK

Pertimbangkan aliran mantap titik genangan dan
pemindahan haba terhadap permukaan telap meregang/
mengecut dalam nanobendalir hibrid seperti yang
ditunjukkan dalam Rajah 1. Koordinat Cartesan x dan
y diambil dengan titik asalan O pada titik genangan dan
ditakrifkan supaya paksi x diukur sepanjang permukaan
dan paksi y diukur normal pada permukaan tersebut.
Diandaikan bahawa halaju aliran bebas diberikan oleh u,
(x) = ax, dengan a > 0 adalah kekuatan aliran genangan,
manakala halaju permukaan meregang/mengecut
diberikan oleh u  (x) = bx, yang b adalah kadar regangan,
dengan b > 0 dan b < 0 adalah masing-masing untuk kes
regangan dan kecutan dan B, adalah medan magnet yang
dikenakan secara luaran pada arah paksi y. Di samping
itu, diandaikan juga bahawa nombor magnet Reynolds
adalah kecil supaya medan magnet yang teraruh
diabaikan dan tiada medan elektrik wujud. Nanobendalir
hibrid mempunyai suhu persekitaran malar 7 , dengan
permukaan meregang/mengecut berada pada suhu malar
T . Dengan mempertimbangkan nanobendalir hibrid,
dianggap bahawa saiz nanozarah adalah seragam dan
kesan penggumpalan nanozarah terhadap sifat termo-
fizikal diabaikan kerana nanobendalir disintesis sebagai
campuran stabil yang dihasilkan daripada bendalir asas
dan juga nanozarah.

Dengan andaian ini dan juga menggunakan
penghampiran lapisan sempadan, persamaan lapisan
sempadan yang menakluk nanobendalir hibrid bagi
persamaan keselanjaran, momentum dan tenaga diberikan
sebagai (Devi dan Devi (2016), Rostami et al. (2018) &
Yousefi et al. (2018)):

ou  Ov
54‘5—0 (1)

due |, Hhnfd?u  Onns
ey tan O _ 0wt g2y ) (2)

ou ou
u—+v—-=1u B
ox ay Phnf 0y Phnf

2
RS R 3)

ay (pCp)hnf dy?

tertakluk kepada syarat-syarat sempadan:
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v=m,, u=u,x), T=T, pada y=0 4)

u-uy(x), T>T, apabila
yang u dan v masing-masing adalah komponen halaju
nanobendalir hibrid di sepanjang paksi x dan y, v fluks
jisim permukaan seragam dan T suhu nanobendalir

y—)OO

hibrid. Selanjutnya, 4, adalah kelikatan dinamik, p, -

ketumpatan, k,mf kekonduksian terma, (pCp)W kapasiti
haba dan s kekonduksian elektrik bagi nanobendalir
hibrid. Beberapa persamaan untuk menilai sifat termo-
fizikal nanobendalir dan nanobendalir hibrid masing-
masing diberikan dalam Jadual 1. Sementara itu, sifat
fizikal bendalir asas (air) serta nanozarah hibrid iaitu
ALQ, dan Cu diberikan dalam Jadual 2.

Bagi mendapatkan penyelesaian keserupaan bagi
persamaan (1)-(3) tertakluk kepada syarat sempadan (4),
penjelmaan keserupaan berikut diperkenalkan (Ishak et
al. (2008), Rosali et al. (2011) & Yih (1998)):

0@ =

n=yJa/as,

yang y adalah fungsi strim yang ditakrifkan sebagai u
= Oy/0y dan v = - Oy/0x yang memenuhi persamaan
keselanjaran (1). Oleh itu, halaju berkenaan diungkapkan
sebagai:

Y = Jaarxf(n),

T—Too
w

To-To )

w=axf'(, v=- Jaa;fm) ©)

Oleh itu halaju pemindahan jisim pada permukaan n = 0
diambil sebagai

v, = —JaasS @)

dengan S = f(0) adalah parameter fluks jisim malar
dengan S > 0 mewakili sedutan dan S < 0 mewakili
suntikan bendalir, manakala S = 0 adalah untuk kes
permukaan tak telap dan a, adalah resapan terma
bendalir asas.

Dengan menggunakan penjelmaan keserupaan
(5), persamaan (2) dan (3) tertakluk kepada syarat
sempadan (4) diturunkan kepada persamaan pembezaan
biasa berikut:

D lLM2(f = 1) = 0 (8)

Hunf/lf cop " 2
prient /Bt pin y pogn g 12
r f rf f PhnflPf

PhnflPf

Knng/ks

_ RanfiRf  an r_ (9)
(PCpInnr/(PCp) 5 0"+ 16 0

tertakluk kepada syarat sempadan:

fO) =5, f'(0) =2,

f'f -1, 6(n) -0

0(0)=1
(10)
apabila 7 - o
dengan tanda (') menunjukkan pembezaan terhadap 7, Pr
adalah nombor Prandtl, M parameter magnet malar dan
A parameter regangan/kecutan yang ditakrifkan sebagai:

pr="2, M=\/"f—33, 1=" (11)
af apr a
dengan 1 > 0 mewakili permukaan meregang; 1 < 0
permukaan mengecut; dan A= 0 permukaan pegun.
Diperhatikan bahawa dengan menggunakan penjelmaan
keserupaan (5), nombor Prandtl Pr muncul dalam
persamaan momentum (8) dan sekaligus mempengaruhi
kedua-dua hajalu dan suhu bendalir.

Kuantiti fizikal yang dikaji adalah pekali geseran
kulit C dan nombor Nusselt setempat Nu_ yang
diberikan sebagai:

_ Tw _ X qw
= V= -t (12)

dengan r  adalah tegasan ricih permukaan; dan ¢
adalah fluks haba permukaan yang ditakrifkan sebagai:

Tw = Unnf (Z_Z)yzo' qw = — khnf (Z_i)yzo (13)

Dengan menggunakan (5), (12) dan (13), diperoleh:

Re;/*C; = Pri/2 B £(0), Re;'/*Nu, = ~ prl/z",’(‘—;f 6'(0)(14)

dengan Re_=u, (x)x/v/. adalah nombor Reynolds
setempat. Perlu dinyatakan bahawa dengan
mempertimbangkan bendalir biasa (¢, = ¢, = 0) tanpa
kehadiran medan magnet dan Pr = 1, persamaan (8)
diturunkan kepada persamaan (3) daripada makalah
oleh Wang (2008) dan seterusnya keputusan kajian ini
dibandingkan dengan keputusan oleh Wang (2008).
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u,, T_p 'y
3o ,£ T 3\ B
1 Py
! 0 !
vll' 4— _’ v'll'
U U,
W W
(a) Permukaan meregang (b) Permukaan mengecut
RAJAH 1. Sistem koordinat dan model fizikal
JADUAL 1. Sifat termofizikal nanobendalir
Sifat Nanobendalir Nanobendalir hibrid
Ketumpatan oy = (1= @)ps + @1p61 Prng = (1 — @) [(1 = 9)ps + P1ps1]| + 92052
PCmny = (1= 9 [(1 = 91)(pG;),
Kapasiti haba (PCnr = (1= 1) (PG5 + @1 (PCp)s1
+ (pl(pcp)sll + wz(PCp)sz
Kelikatan dinamik Ur Hnny = = g ! —
Hnf = (1— 9,25 1 =9)* (1 —p)*
ks, + anf B 2(p2(knf - ksz)
Kpnr = X (k
| M Tegy F Zhng + polleny —leg) )
Kekonduksian o kg1 + 2kp — 2001 (kg — k1) x (k7) denean
terma M Tk ¥ 2k + iy — k) s
ko1 + 2ks — 21 (ks — k
knf _ 1 f @1( f s1) % (kf)
kg1 + 2ks + @1 (kp — kgp)
052 + 2O—nf - 2¢2(Unf - Usz)
Ohnf = % (0ny)
Kekonduksian 3 (051 1) Os2 + 2055 + <Pz(0nf - 052)
- 1)1
o
elektrik Oy =1+ s X (of) dengan,
2451 (h - 1)
P1
9 9

Ot 207 — 2<p1(af - 051)
Onf = 051 + Z(Tf + <p1(0f — 051) % (Uf)

(Devi dan Devi 2016, Khanafer et al. 2003, Oztop dan Abu-Nada 2008 dan Yousefi et al. 2018)
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JADUAL 2. Sifat termo-fizikal bendalir asas dan nanozarah (Oztop & Abu-Nada 2008; Raza et al. 2016)

Sifat fizikal Bendalir asas (air) ALO, Cu
p (kgim™) 997.1 3970 8933
C, (JIkgK) 4179 765 385
k (WImK) 0.613 40 400
o (S/m) 0.05 3.69x107 5.96x107

ANALISIS KESTABILAN

Analisis kestabilan dijalankan untuk menentukan
kestabilan penyelesaian dual bagi masalah nilai
sempadan (8)-(10). Untuk menguji ciri ini, persamaan tak
mantap untuk persamaan (2) dan (3) dipertimbangkan,
dengan persamaan (1) kekal tidak berubah. Dalam hal
ini, kajian oleh Awaludin et al. (2018), Merkin (1980)
dan Weidman et al. (2006) adalah dirujuk. Seperti dalam
kajian tersebut, pemboleh ubah masa tak bermatra iaitu
7 = at diperkenalkan untuk memodelkan masalah
kestabilan untuk jangka panjang, 7 — oo. Untuk kes aliran
tak mantap, pemboleh ubah berikut diperkenalkan:

n=yJja/as, u= axg—i;(n,f),

(15)
T—Te _
v = —w/aaff(n.r), 0(m,t) = T T’ T=at
Persamaan (8) dan (9) sekarang ditulis sebagai:
(TRRVATRRPS 2 2
rL/fa_/;+ FLq - (g_f) -
Phnf/Pr M an n (16)
O/ 2 2(0f L\ _ O _
pW/p,M (3n ) mot
o coe 00 _ 17
wc), J6C) o o "o = 0 (17)
tertakluk kepada syarat sempadan:
of
fO=s 5 0=4 607=1
(18)
L -1, 60,)>0 apabila 7o

Untuk menguji kestabilan bagi penyelesaian aliran

mantap f{n) = f; (1) dan 0(n) = 6, (1) yang memenuhi
masalah nilai sempadan (8)-(10), hubungan berikut

digunakan (Soid et al. (2018) dan Weidman et al. (2006)):

fm,0) = fo) + e F(m), 0(n,7) =6o(n) +e7"G() (19)

dengan y adalah parameter nilai eigen, dan F(#)
dan G(n) adalah kecil relatif terhadap f; () dan 0,
(n). Gantikan (19) ke dalam persamaan (16) dan (17),
persamaan linear nilai eigen berikut diperoleh:

Pt /b gy gy fp o fip

Phnf/P
hnf/Pf 20)
— Zilof ppzpr 4y =
Phnf/Pf
Knnf/kg " ’ ’ _
(PCpInnf/ (PCp)y G+ foG" +OoF +yG =0 (21)
tertakluk kepada syarat sempadan:
F(0)=0, F(0)=10 6G(0)=0
(22)
F'n) -0, G) >0 apabila 75— o

Untuk nilai parameter menakluk tertentu, kestabilan
penyelesaian aliran mantap yang sepadan dengan f; (1)
dan 6, (i) ditentukan oleh nilai eigen y yang terkecil.
Julat yang mungkin bagi nilai eigen y boleh ditentukan
dengan merehatkan satu daripada syarat sempadan F(7)



atau G(7) seperti yang dicadangkan oleh Harris et al.
(2009). Oleh tu, syarat sempadan yang direhatkan
adalah F'(y) — 0 apabila # — oo dan diganti dengan
F"(0)=1. Jadi, keputusan bagi analisis kestabilan dalam
makalah ini adalah untuk kes F"'(0) = 1. Untuk satu nilai
eigen y yang ditetapkan, sistem persamaan (20) dan (21)
bersama-sama dengan syarat perlu diselesaikan.

HASIL DAN PERBINCANGAN

Penyelesai masalah nilai sempadan yang terdapat dalam
perisian Matlab yang dikenali sebagai 'bvp4c' digunakan
untuk menyelesaikan persamaan pembezaan biasa tak
linear (8) dan (9) bersama-sama dengan syarat sempadan
(10) secara berangka. Penyelesai 'bvp4c' ini terkenal di
kalangan ramai penyelidik dan telah banyak digunakan
untuk menyelesaikan masalah nilai sempadan contohnya
seperti Awaludin et al. (2018), Dinarvand (2019), Jusoh
et al. (2019), Kamal et al. (2019), Khashi’ie et al. (2019),
Rostami et al. (2018), Soid et al. (2018), Waini et al.
(2019¢) dan Yousefi et al. (2018). Bagi mendapatkan
penyelesaian berangka dengan kaedah ini, adalah perlu
untuk membuat tekaan awal pada titik jejaring awalan
dan menukar saiz langkah. Tekaan awal dan ketebalan
lapisan sempadan #_ yang sesuai harus dipilih bergantung
pada nilai-nilai parameter yang digunakan. Tekaan awal
bagi penyelesaian pertama (cabang atas) adalah lebih
mudah kerana kaedah bvp4c akan menumpu kepada
penyelesaian pertama walaupun dengan tekaan awal
yang lemah. Walau bagaimanapun, agak sukar untuk
menentukan tekaan awal bagi penyelesaian kedua
(cabang bawah). Dalam kes ini, teknik kesinambungan
diperlukan untuk menentukan tekaan awal tersebut.
Untuk menyelesaikan masalah nilai sempadan ini, sistem
persamaan perlu diturunkan kepada sistem persamaan
pembezaan biasa terbitan pertama. Butiran terperinci bagi
kaedah ini boleh didapati di dalam buku oleh Shampine
et al. (2003).

Perbandingan keputusan berangka kajian ini dengan
kajian terdahulu dipaparkan pada Jadual 3 dan 4. Kesan
beberapa parameter terhadap pekali geseran kulit dan
nombor Nusselt setempat serta profil halaju dan suhu
dibentangkan dalam bentuk grafik menerusi Rajah 2
hingga 15. Seperti yang dicadangkan oleh Devi dan Devi
(2017), nanozarah Al,O, (¢,) ditambah ke dalam bendalir
asas (air) dengan 0.1 pecahan isi padu pepejal (iaitu ¢, =
0.1) dan seterusnya Cu (p,) ditambah dengan pelbagai
pecahan isi padu pepejal untuk membentuk nanobendalir
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hibrid iaitu Cu-Al,O,/air. Mengikuti Khanafer et al.
(2003) dan Oztop dan Abu-Nada (2008), keputusan
berangka yang diperoleh adalah untuk kes nombor Prandtl
Pr = 6.2, mewakili bendalir asas air yang digunakan
sepanjang kajian ini. Nilai Pr = 6.2 mewakili air pada
ketetapan suhu bilik 25 °C.

Jadual 3 mewakili nilai - '(0) bagi bendalir biasa
(¢, = ¢,= 0) dengan pelbagai nilai § dan M apabila
A =0 dan Pr = 1. Hasil keputusan berangka kajian
ini menunjukkan penyelesaian yang serupa dengan
penyelesaian yang diperoleh oleh Yih (1998), Kechil
dan Hashim (2009) dan Rashidi dan Erfani (2011).
Selain itu, Jadual 4 disediakan untuk menunjukkan nilai
perbandingan f"'(0) bagi nanobendalir Cu-air apabila
¢,= S =M =0 dan Pr = 1 dengan keputusan yang
dilaporkan oleh Bachok et al. (2011) untuk pelbagai nilai
4 dan ¢, yang menunjukkan hasil perbandingan yang
sangat baik. Sementara itu, keputusan bagi bendalir
biasa (p, = ¢, = 0) yang diperoleh oleh Wang (2008) juga
dibandingkan dalam jadual yang sama.

Perubahan pekali geseran kulit dan nombor
Nusselt setempat untuk parameter terpilih dibentangkan
dalam Rajah 2 hingga 7. Daripada rajah-rajah tersebut,
peningkatan pekali geseran kulit dan nombor Nusselt
setempat pada permukaan diperhatikan dengan
peningkatan ¢, dan § untuk cabang atas. Didapati
juga bahawa penyelesaian dual hanya wujud sehingga
nilai kritikal tertentu A, dan S . Nilai kritikal adalah
nilai penyelesaian pertama (cabang atas) menghampiri
dan bertindih dengan penyelesaian kedua (cabang
bawah). Tidak ada penyelesaian keserupaan yang wujud
melebihi nilai kritikal ini disebabkan lapisan sempadan
telah terpisah daripada permukaan dan penyelesaian
menggunakan penghampiran lapisan sempadan tidak
lagi sah.

Secara terperinci, Rajah 2 dan 3 menunjukkan
perubahan bagi pekali geseran kulit Re ' C,dan nombor
Nusselt setempat Re > Nu_terhadap A untuk pelbagai
nilai ¢, apabila M = ¢, = 0.1, S = 0.5 dan Pr = 6.2.
Perubahan yang sangat kecil diperhatikan terhadap nilai
kritikal 4 dengan peningkatan ¢,. Peralihan daripada
cabang atas kepada cabang bawah hampir berlaku pada
titik yang sama. Berdasarkan pengiraan berangka, nilai
kritikal A untuk ¢, = 0.01, 0.05 dan 0.1 masing-masing
adalah 4 =-1.3563,-1.3610 dan -1.3646. Kemudian, Rajah
4 dan 5 memaparkan perubahan bagi Re " C, dan Re '?
Nu_terhadap A untuk pelbagai nilai S apabila M = ¢ =
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¢, = 0.1 dan Pr= 6.2. Dapat diperhatikan bahawa dengan
peningkatan S, julat nilai A turut meningkat dengan nilai
kritikan 4, cenderung bergerak sedikit ke kiri. Di sini,
nilai kritikal A untuk §'=-0.5, 0 dan 0.5 masing-masing
adalah 4, = -1.1625, -1.2541 dan -1.3646. Seterusnya,
perubahan bagi Re '* C, dan Re '? Nu_terhadap S untuk
pelbagai nilai ¢ apabila 2 =-1.1, M = ¢, = 0.1 dan Pr =
6.2 diplot dalam Rajah 6 dan 7. Diperhatikan bahawa
nilai kritikal S meningkat dan bergerak sedikit ke kanan
apabila @, meningkat. Keputusan mendapati bahawa
untuk ¢, = 0.01, penyelesaian dual wujud apabila § >
-1.0166, manakala untuk ¢ = 0.05, penyelesaian dual
wujud apabila S > -0.9620 dan untuk ¢, = 0.1, § >
-0.9249.

Profil halaju dan suhu untuk parameter terpilih
dibentangkan dalam Rajah 8 hingga 15. Dapat
diperhatikan bahawa semua profil dalam rajah-rajah
ini menunjukkan bahawa ketebalan lapisan sempadan
untuk penyelesaian cabang bawah adalah lebih tinggi
berbanding penyelesaian cabang atas dan juga profil ini
memenuhi syarat sempadan tak terhingga secara asimptot,
yang menyokong kesahihan keputusan berangka yang
diperoleh. Rajah 8 dan 9 menerangkan kesan ¢, terhadap
profil halaju f'(n) dan profil suhu 6(#). Diperhatikan
bahawa peningkatan ¢, cenderung meningkatkan halaju
dan menurunkan suhu di dalam lapisan sempadan untuk
kedua-dua cabang atas dan bawah. Selain itu, Rajah 10
hingga 13 menunjukkan profil halaju f'(#) dan profil
suhu 6(7) bagi pelbagai nilai A dan S. Penurunan halaju

dan peningkatkan suhu untuk cabang atas dapat dilihat,
manakala tingkah laku yang bertentangan diperhatikan
untuk cabang bawah dengan penurunan nilai 4 dan S.

Didapati juga bahawa profil untuk penyelesaian
cabang atas dan penyelesaian cabang bawah akan
menghampiri antara satu sama lain dan bertindih pada nilai
kritikal 2 dan S, tertentu seperti yang dibentangkan dalam
Rajah 2 hingga 7. Kesan parameter magnet M terhadap
profil halaju f'(#) dan profil suhu 8(x) dipamerkan
dalam Rajah 14 dan 15. Diperhatikan bahawa peningkatan
M cenderung meningkatkan halaju dan menurunkan
suhu di dalam lapisan sempadan untuk cabang atas,
sementara itu tingkah laku yang bertentangan diperhatikan
untuk cabang bawah. Walau bagaimanapun, perubahan
yang sangat kecil diperhatikan untuk cabang atas.

Nilai eigen y terkecil untuk pelbagai nilai 1 apabila
M=¢=¢,=0.1,5=0.5 dan Pr= 6.2 digambarkan dalam
Rajah 16. Berdasarkan persamaan (19), nilai eigen y
positif menunjukkan penyusutan gangguan apabila
masa berlalu, ¢ — oo, dan aliran dikatakan berada
dalam mod stabil. Sebaliknya, nilai eigen y negatif
menunjukkan pertumbuhan gangguan dan aliran adalah
tak stabil dalam jangka masa panjang. Jelas sekali,
dapat diperhatikan bahawa nilai eigen y yang paling
kecil cenderung kepada sifar sama ada dari cabang atas
atau cabang bawah apabila nilai 4 menghampiri 4. Ini
menunjukkan bahawa peralihan nilai eigen y daripada
positif (stabil) kepada negatif (tidak stabil) berlaku pada
titik percabangan.

JADUAL 3. Nilai-nilai - §'(0) bagi bendalir biasa (¢, = ¢, = 0) untuk beberapa nilai S dan M apabila 2 =0 dan Pr=1

S M Yih (1998) Kechil dan Hashim (2009)  Rashidi dan Erfani (2011) Kajian ini
-1 0 0.116752 0.11677 0.116752
1 0.140002 0.14000 0.140002
2 0.173124 0.17312 0.173124
0 0 0.570465 0.57035 0.570465
1 0.595346 0.59539 0.595346
2 0.634132 0.63418 0.634132
1 0 1.323691 1.32368 1.3237259 1.323691
1 1.338060 1.33804 1.3380573 1.338060
2 1.364466 1.36446 1.3644532 1.364466
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JADUAL 4. Nilai-nilai f"(0) bagi Cu-air nanobendalir untuk beberapa nilai A dan ¢, apabila ¢, = 5= M =0 dan Pr =1

A Wang (2008) Bachok et al. (2011) Kajian ini
»,=0 »,=0 »,=0.1 »,=0.2 »,=0 ¢,=0.1 »,=0.2
2 -1.88731 -1.887307 -2.217106 -2.298822 -1.887307 -2.217106 -2.298822
1 0 0 0 0 0 0 0
0.5 0.71330 0.713295 0.837940 0.868824 0.713295 0.837940 0.868824
0 1.232588 1.232588 1.447977 1.501 346 1.232588 1.447977 1.501346
-0.5 1.49567 1.495670 1.757032 1.821791 1.495670 1.757032 1.821791
-1 1.32882 1.328817 1.561022 1.618557 1.328817 1.561022 1.618557
4 5
—— cabang atas  ---- cabang bawah
4 M=¢,=0.1,5=05,Pr=6.2
2 L
.3 | @,=0.01,0.05,0.1
~ =3
O <.
S o0t 8 2t
GJ" ‘ =
=4 g
£, |
2+
M=¢,=01,85=05,Pr=6.2 0 r 1.3646
—— cabang atas ---- cabang bawah
-4 I ! L -1 L
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
A
RAJAH 2. Perubahan Re ' C, terhadap 4 untuk RAJAH 3. Perubahan Re ' Nu_terhadap A untuk
beberapa nilai ¢, beberapa nilai ¢,
4 5
—— cabang atas  ---- cabang bawah
4 L M:(pl:q)z =0.1, Pr=6.2
2 L
A e 37 §=-05,0,05
O <.
S o0t a 2t
CIJ“ ‘ P
a &
br A
2+ A
M=¢p =¢,=0.1,Pr=62 0 r A, = —1.3646
—— cabang atas ---- cabang bawah
-4 I | L -1 L
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
A A
RAJAH 4. Perubahan Re '* C, terhadap 4 untuk RAJAH 5. Perubahan Re "> Nu_terhadap A untuk

beberapa nilai S beberapa nilai S
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4 2
—— cabang atas  ---- cabang bawah —— cabang atas  ---- cabang bawah
3 | A=-11,M=¢,=01,Pr=62 s | A=-1.1, M =g, =0.1,Pr=6.2
0, = 0.01, 0.05, 0.1 . ¢, =0.01, 0.05, 0.1
~2 L = 1
o
a NZ S, =-0.9249
= S, =-0.9249 = < 0.9620
] : s, =-0.
&1 S, =—0.9620 g 05 ¢
== S, =-1.0166
N S, =-1.0166
or 0 TT—— 0 oo
-1 | L I | 0.5 | | | L
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -1.5 -1 -0.5

RAJAH 6. Perubahan Re '? C, terhadap S untuk RAJAH 7. Perubahan Re > Nu_terhadap S untuk
beberapa nilai ¢,

beberapa nilai ¢,
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RAJAH 9. Profil suhu 6(n) untuk
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— Ing---- m———— ENTIREN i
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RAJAH 10. Profil halaju f'(n) untuk
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RAJAH 11. Profil suhu 6(n) untuk
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RAJAH 12. Profil halaju f'(n) untuk
beberapa nilai S
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KESIMPULAN

Dalam makalah ini, aliran titik genangan MHD dan
pemindahan haba dalam nanobendalir hibrid terhadap
permukaan meregang/mengecut telah dikaji. Perbandingan
antara keputusan kajian ini dengan hasil yang terdapat
dalam kepustakaan untuk kes tertentu telah dilakukan dan
menunjukkan hasil yang sangat baik. Didapati bahawa
peningkatan pecahan isi padu nanozarah tembaga
(Cu) dan parameter fluks jisim telah meningkatkan
pekali geseran kulit dan nombor Nusselt setempat pada
permukaan. Diperhatikan juga bahawa nilai kritikal
parameter regangan/kecutan sedikit berkurangan apabila
parameter fluks jisim meningkat. Sementara itu, perubahan
yang sangat kecil diperhatikan dalam nilai kritikal
parameter regangan/kecutan dengan peningkatan
pecahan isi padu nanozarah tembaga (Cu) dengan
peralihan daripada cabang atas kepada cabang bawah
hampir berlaku pada titik percabangan yang sama. Selain
itu, nilai kritikal parameter fluks jisim bertambah apabila
pecahan isi padu nanozarah tembaga (Cu) meningkat.
Peningkatan pecahan isi padu nanozarah tembaga (Cu)
cenderung meningkatkan halaju dan menurunkan suhu
di dalam lapisan sempadan untuk kedua-dua cabang.
Didapati bahawa kedua-dua cabang untuk halaju dan suhu
menghampiri satu sama lain untuk nilai-nilai parameter
regangan/kecutan dan fluks jisim yang lebih kecil. Halaju
dan suhu di dalam lapisan sempadan sangat sedikit terjejas
dengan kehadiran kesan magnet. Oleh kerana penyelesaian
dual wujud, analisis kestabilan temporal dijalankan untuk
mengesahkan bahawa penyelesaian cabang atas stabil,
manakala penyelesaian cabang bawah adalah tidak stabil.
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